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Анотація. Енергетична ефективність автомобіля є характеристикою раціонального 

використання потужності двигуна й витрачання запасів джерел енергії. На сьогоднішній день 

проблема оцінки коефіцієнта корисної дії колісного рушія автомобіля є однією з найбільш 

актуальних в сучасному машинобудуванні. Тому існує нагальна потреба в оптимізації 

здатності оцінки показників енергоефективності автомобіля шляхом отримання 

математичної моделі коефіцієнта корисної дії колісного рушія для подальшого  раціонального 

проектування автомобілів по критеріям енергоефективності. 
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Вступ 

Енергетична ефективність автомобіля серед 

багатьох факторів визначається і коефіцієн-

том корисної дії колісного рушія. Не дивля-

чись на значну кількість наукових дослі-

джень [1-3], присвячених проблемі підви-

щення ККД коліс автомобіля, залишається 

цілий ряд проблематичних питань.  

Однією з причин виникнення вказаних 

питань є традиційний підхід до динаміки де-

формованого з позицій механіки твердого 

тіла, що не дозволяє враховувати вплив на 

ККД колісного рушія податливості деформо-

ваної шини [4-5] . В цій статті розглянутий 

підхід до оцінки ККД колісного рушія з по-

зиції теорії пружності і показано, що зі збі-

льшенням крутного моменту відбувається 

збільшення вказаного показника. 

Аналіз публікацій 

Динаміці та енергетиці колеса автомобіля 

присвячено значну кількість наукових дослі-

джень [6-9]. В яких визначені основні поло-

ження теорії руху колеса автомобіля. Зокре-

ма запропоновано використовувати для роз-

рахунку статистики, кінематики і динаміки 

деформованого колеса чотири радіуса: віль-

ний r0; статистичний rcт; кінематичний rк і 

динамічний rд  радіуси колеса. Вказані радіу-

си є розрахунковими та визначаються спів-

відношеннями: 

ст 0

рад

;zr r
С


  (1) 

к 0 к/ω ;r V (2) 

д к к/ ,r M P (3) 

де Pz – нормальне навантаження на колесо 

(шину); Срад – радіальна жорсткість шини;

V0 – лінійна швидкість осі колеса; ωк – кутова 

швидкість колеса; Pк – тягова сила, прикла-

дена на вісі колеса; Мк – крутний момент, пі-

дведений до колеса від джерела енергії. 

Радіуси rcт та rд  дорівнюють відстаням від 

опорної поверхні до осі колеса, відповідно 

при нерухомому та що коливається колесі. 

Відомо, що rд˃ rcт. Всі вказані радіуси (rcт; rк; 

rд) є зручними розрахунковими параметрами, 

які полегшують визначення взаємозв’язків 

між статистичними, кінематичними та дина-

мічними параметрами колеса. Тим не менш, 

з’являються публікації [10-12], в яких автори

намагається визначати який із зазначених 

радіусів є найбільш важливим і точним. 

Взаємозв’язок між силовими та кінемати-

чними параметрами колеса за допомогою 

функції навантаження в контакті з опорною 

поверхнею також був доведений в працях 
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науковців [13-14].  

Цікаві результати отримані в дослідженні 

[15]. Там, для випадка рівномірного прямолі-

нійного руху колеса булі отримані рівняння 

силового і енергетичного балансу колеса. 

Принцип виникнення «Парадокса Петрушо-

ва» є нехтування кругової деформації шини, 

обумовленої прикладенням до колеса крут-

ного моменту. 

Пояснення вказаного парадокса проведе-

но в роботі. Отримано аналітичний вираз для 

визначення миттєвого ККД колеса, який має 

вид: 

 

к

мит мит мит митк
к к к пружк

д

кк

к ккут

1 1 1 ,

f f

f f

r

r

М ММ

М МС

       

    
       

     

 (4) 

 

де 
мит
кf  – миттєвий силовий ККД колеса; 

Mfк – момент опору кочення колеса: 

 

к к к да ;f z zМ R R fr    (5) 

 

де Rzк – нормальна реакція дороги на колесо; 

а – коефіцієнт тертя кочення; f – коефіцієнт 

опору кочення колеса; Скут – кутова жорст-

кість шини; 
мит
пружк – миттєвий пружний ККД 

колеса: 

 

кмит к к
пружк

д кут к

1 1 .
fМR М

R С М

 
     

 
 (6) 

 

Аналіз виразу (4) показує, що збільшення 

відношення /fк кМ М , з одного боку, підви-

щує 
мит
пружк , а з іншого – зменшує 

мит
кf .Очевидно, що існує деяке значення від-

ношення 
к

к

f
М

opt
М

 
 
 
 

, при якому забезпечу-

ється отримання оптимального значення 
мит

кf . Крім того, потрібен розгляд питання 

забезпечення максимального значення ККД 

колісного рушія автомобіля.  

 

Мета та постановка задачі 

Метою роботи є підвищення точності оцінки 

показників енергоефективності автомобіля 

шляхом отримання математичної моделі ко-

ефіцієнта корисної дії колісного рушія. 

Для досягнення поставленої мети необхі-

дно  вирішити наступні завдання: 

 оптимізувати відому математичну мо-

дель ККД ведучого колеса автомобіля; 

 отримати математичну модель коефіці-

єнта втрат ведучого колеса автомобіля; 

 отримати математичну модель ККД 

колісного рушія автомобіля. 

 

Оптимізація математичної моделі ККД 

ведучого колеса автомобіля 

Для визначення екстремума функції 

кмит
к

к

fМ

М

 
  

 
(див залежність (4)) визначаємо 

похідну останньої по відношенню
к

к

fМ

М
 та  

прирівняємо її до нуля: 

 

кмит
к

кк к

кут к

к

2 1 0.

f

f

fк

М
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М С М

М
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З рівняння (7) знаходимо:  

 

к кут

к к
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Друга похідна функції 
кмит

к

к

fМ

М

 
  

 
 по 

к

к

fМ

М
: 
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к
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f
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 (9) 

 

що свідчить про отримання мит
кmax . 

Після підстановки виразу (8) в рівняння 

(4) отримаємо: 

 
кут

к

мит
кmax 0,25 .

С

М
   (10) 
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В роботі [9] відношення к

крут

М

С
визначено 

як кут статистичної закрутки статφ . Величина 

вказаного кута для шин легкових автомобілів 

знаходиться в межах φстат=0,0325–0,0356 рад; 

для шин вантажних автомобілів φстат =0,0515-

0,0709 рад. Виражаючи к

крут

М

С
 через кут ста-

тистичної закрутки φстат, перетворимо (10) до 

вигляду:  

 
мит
кmax стат0,25 / φ .   (11) 

 

Аналіз виразу (11) показує, що реальні 

значення мит
кmax 1   можуть бути отримані при 

стат 0,25радφ  , що неможливо. Таким чином, 

екстремальні значення мит
кmax знаходяться за 

межами реальних значень φстат. 

На рис. 1 представлені графіки залежності  

для шин легкових (крива 1) та шин вантаж-

них (крива 2) автомобілів. 

 

 
Рис. 1. Графіки залежності для шин: 

 мит мит
к кη η :1–φстат=0,0325 рад; 2–φстат= 

0,0709 рад 

 

 

Рис. 2. Залежність  
к

мит
к к /fМ M : 1 – при 

статφ = 0,0325 рад; 2 – при статφ = 0,0709 рад 

 

Аналіз кривих, що наведено на рис. 1, по-

казує, що зі зростанням 
мит
кf також зростає 

мит
к , що природно. Максимальне значення 

мит
кmax  досягається при 

мит
кf =1 та складає: 

мит
кmax 0,967   – для шин легкових автомобі-

лів; мит
кmax  0,929 – для шин вантажних авто-

мобілів. 

На рис. 2 представлені графіки залежності 

миттєвого ККД колеса мит
к  від відношення 

к

к

fМ

М
. З графіків, представлених на рис. 2, 

видно, що з ростом відношення
к

к

fМ

М
 миттє-

вий ККД колеса зменшується та при 
к

к

fМ

М
=1 

вказаний ККД дорівнює нулю. Це приводить 

до  висновку, що зі збільшенням кМ  ККД 

колеса збільшується. Найбільше значення 
мит
к   досягається при максимальному крут-

ному моменті, відповідному реалізації  гра-

ничної сили за зчепленням  в контакті колеса 

з дорогою [16-18]: 

 

к кmax х к дφ ,zМ М R r     (12) 

 

де хφ – повздовжній коефіцієнт щеплення з 

дорогою. 

Рівняння (4) з урахуванням відношень (4) 

та (12) прийме вигляд для випадка реалізації 

граничної сили по щепленню в контакті ко-
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леса з дорогою: 

 

1 1 1 .мит
к стат

x x

f f    
        

      

 

(13) 

 

В таблиці 1 наведені дані по коефіцієнтам 

φх та f різних типів шляху  та визначено ве-

личини коефіцієнтом корисної дії 
мит
кf ,

мит
пружк  

та мит
к  для ведучих коліс. 

Менше значення відповідає шинам легко-

вих автомобілів, а більше – шинам вантаж-

них автомобілів. 

Таким чином, можна зробити висновок,  

що при русі автомобіля з реалізацією макси-

мально можливого по щепленню з дорогою 

крутного моменту забезпечується максима-

льним ККД ведучих коліс. 
Талиця 1. Визначення ККД ведучих коліс 

автомобіля при русі  по різним типам 

шляху з реалізацією максимального 

крутного моменту  
 

Тип шляху 

 

f 

 

φх 
 

мит
кf

 

(*

мит
пружк

 

(* 

мит
кf  

Асфальто-

ване шосе 

0,017 0,67 0,975 0,936- 

-0,976 

0,913- 

-0,952 

Гравійно-

щебенева 

бруківка 

0,025 0,57 0,956 0,952- 

-0,982 

0,910- 

-0,939 

Бруківка 0,030 0,45 0,933 0,968- 

-0,988 

0,903- 

-0,922 

Суха ґрунто-

ва дорога 

0,040 0,60 0,933 0,969- 

-0,988 

0,903- 

-0,922 

Ґрунтова 

дорога після 

дощу 

0,100  0,42 0,762 0,939- 

-0,977 

0,715- 

-0744 

Пісок 0,200 0,70 0,714 0,929- 

-0,979 

0,673- 

-0,699 

Снігова уко-

чена дорога 

0,035 0,32 0,891 0,929- 

-0,973 

0,828- 

-0,867 

 
Досліджуємо зміну ККД колісного рушія 

автомобіля при використанні здвоєних веду-

чих коліс, а також  у випадку встановлення 

двох ведучих мостів замість одного. Розгля-

немо на прикладі шин вантажних автомобі-

лів, приймаючи для одиночної шини статφ  = 

0,08 рад. 

При встановленні здвоєних коліс в два ра-

зи зростає кутова жорсткість (можна в пер-

шому наближенні прийняти і таке допущен-

ня). У такому разі кут статистичної закрутки 

зменшується в 2 рази та рівняння (13) прий-

ме наступний вид: 

 

мит стат
к

φ
1 1 1 .

φ 2 φx x

f f    
        

     

 (14) 

 

Аналіз рівняння (14) показує, що, в порів-

нянні з одинарним колесом, встановлення 

здвоєних коліс призводить до збільшення 

коефіцієнта корисної дії колісного рушія. 

При установці двох ведучих мостів за-

мість одного відбувається зменшення крут-

ного моменту на колесах в два рази. При 

цьому кутова жорсткість пневматичної шини   

залишається колишньою. Це означає, що та-

кож, у випадку здвоєних коліс, кут стат  ста-

тистичної закрутки колеса зменшується в два 

рази. Ріст ККД колісного рушія в цьому ви-

падку також можна розрахувати  за форму-

лою (14). На рис.3 наведені діаграми розра-

хункових значень величин 
мит
пружк  та мит

к  для 

шин вантажних автомобілів при русі по різ-

них типам шляху. Аналіз вказаних діаграм 

свідчить про збільшення ККД колісного ру-

шія при установці здвоєних коліс замість 

одинарних чи  двох ведучих мостів замість 

одного. 

Можна зробити загальний висновок, який 

полягає в тому в тому, що зі збільшенням 

граничного по зчепленню  крутного моменту 

колеса збільшується ККД колеса. 
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Рис. 3. Діаграми ККД шин вантажних авто-

мобілів на різних типах шляху; а – 
мит
пружк ; б – мит

кη ; - при одинарних ко-

лесах; --- при здвоєних колесах та при 

встановленні двох ведучих мостів. 

 
Математична модель коефіцієнта веденого 

колеса автомобіля  

В роботі [9] визначено коефіцієнт корисної 

дії ведучого колеса (див. залежність (4)). Од-

нак для ведених коліс вказаний показник не 

отриманий. Для веденого колеса потрібно 

визначати коефіцієнт втрат. Для рішення по-

ставленої, задачі також, використовуємо ме-

тод оберненого руху. На рис. 4 наведена схе-

ма для визначення величини похідної векто-

ру дотичної реакції дороги Rx за допомогою 

метода оберненого руху. 

 
Рис. 4. Використання метода оберненого 

руху для визначення Rx=d Rx/dt 

 
Кут закрутки колеса під дією пари сил Px 

та Rx: 

 

д

кут

φ .
xR r

С


  (15) 

 

Швидкість кутової деформації шини під 

дією пари сил Px та Rx: 

 

д

круг

φ .x

r
R

С
  (16) 

 

З рис. 4 видно, що: 

 

α.x xdR R d  (17) 

 

Розділивши ліву та праву частини (17) на 

dt, отримаємо: 

 

к

α
ω .x

x x x

dR d
R R R

dt dt
    (18) 

 

Після підстановки (18) у (16) отримаємо: 

 

д

к

кут

φ ω .x

r
R

С
  (19) 

 

У веденого колеса: 

 

.x zR fR  (20) 

 

Рівняння (19) з урахуванням відношення 

(20) прийме наступний вигляд: 

 

д

к

кут

φ ω .z

r
fR

С
  (21) 

 

Для веденого колеса існує співвідношен-

ня:  

д

к

кут

φ ω ,z

r
fR

С
  (22) 

 

де, Va – лінійна швидкість автомобіля; дорів-

нює лінійній швидкості осі колеса. 

Після підстановки (21) в (22) отримаємо: 

 

д

к к к

кут

1 ω .a z

r
V fR r

С

 
    

 
 

 (23) 

 

Звідки визначимо: 

 

д

к д

кут

1 .z

r
r r fR

С

 
  

 
 

 (24) 

 

Беручи до уваги, те що:  
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д

стат

кут

,
zfR r

С
  (25) 

 

перетворимо рівняння (24) до вигляду: 

 

 к д стат1 φ .r r   (26) 

 

З рівняння (26) видно, що для веденого 

колеса к дr r .Для ведучого колеса - к дr r . 

Це означає, що при установці на один авто-

мобіль кутова швидкість обертання ведених 

коліс менша, чім кутова швидкість обертання 

ведучих. З рівняння (23) знаходимо для веде-

ного колеса:  

 

 д статд
д

кут

.
1 φ

1

a a
к

z

V V

rr f
r R

С

 
 

 
 
 

 
(27) 

 

Відносне прослизання в контакті веденого 

колеса з дорогою: 

 

 к д д к д д
.

a к

a a a

V r r r r
S

V V V

     
  

 

(28) 

 

Після підстановки (21) в (28) отримаємо з 

урахуванням (25):  

 

стат к дφ
.

a

r
S

V


  (29) 

 

Потужність, яка витрачається на рух ве-

деного колеса, може бути визначена як: 

 

вит к φ,z aN fR V M   (30) 

 

де Mк – крутний момент на веденому колесі, 

створюваний дотичною реакцій дороги: 

 

к .z дRM fr  (31) 

 

Коефіцієнт втрат веденого колеса може 

бути визначено з урахуванням (31) по насту-

пній формулі: 

 

д

дмит вит
к мит мит

тр тр

φ

,

a
z

e e

V
R fr

rN

N N

 
  

 
  

 
 

(32) 

 

де Nе – потужність двигуна;
мит
тр – ККД тран-

смісії (миттєва). 

Після підстановки вираз (21) в (32) отри-

маємо: 

  

д
д к

д кругмит
к мит

тр

ω

.

a
z z

e

rV
R fr fR

r С

N

 
 

 
 

 


 
(33) 

 

Таким чином, нами отримана математич-

на модель коефіцієнта втрат на рух веденого 

колеса автомобіля. 

 

Математична модель  ККД колісного 

рушія автомобіля 

При проведенні дослідження всі параметри, 

які відносяться до ведених коліс будуть мати 

індекс „1“, а до ведучих – „2“. Припустимо, 

що на ведучих та ведених колесах встанов-

лені однакові шини з параметрами Скруг та 

дr .У цьому випадку вираз (32) прийме ви-

гляд:  

 

1

1 д 1

дмит
к мит

тр

φ

.

a
z

e

V
R fr

r

N

 
  

 
 


 

(34) 

 

Лінійна швидкість автомобіля Va може бу-

ти визначена через кутову швидкість ωk2  та 

швидкість кутової деформації 2  ведучих 

коліс:  

 

k2 2 дφ .
a

V r
 

   
 

 (35) 

 
З іншого боку, швидкість Va можна вира-

зити через кутову швидкість ωk1  ведених ко-

ліс та, відповідно, кутову швидкість дефор-

мації 1 шин ведених коліс: 

 

к1 1 дφ .
a

V r
 

   
 

 (36) 
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Прирівнюючи праві частини рівнянь (35) 

та (36), визначимо к1 : 

 

 к1 к2 1 2     . (37) 

 

Швидкість кутової деформації ведучого 

колеса визначена в роботі [9] 

 

2 дк2
2 к2

кут к2

φ 1 .
zR frМ

С М

 
   

 
 (38) 

 

Підставляючи вираз (21) та (38) у відно-

шення (37), отримаємо  після перетворений  

 

2 д2

кут 2

к1 к2
1 д

кут

1
1

1

zк

к

z

R frМ

С М

fR r

С

 
  

 
  



. (39) 

 

Вираз (34) з урахуванням відношень (35) 

та (39) після перетворень прийме вигляд:  

 

1

1 д к2 2 дмит к2
к мит

кут к2тр

кут

1 д

1 1

(1 1 / (1 ).

z z

e

z

R fr R frМ

С МN

С

fR r

   
      

    

  

 (40) 

 

Коефіцієнт корисної дії колісного рушія 

може бути визначений по наступній залеж-

ності: 

 

1

мит мит мит
руш 2 к2 1 кn n     , (41) 

 

де n1; n2 – число ведених та ведучих коліс, 

відповідно. 

 Після підстановки виразів (4) та (40) у ві-

дношення (41) і перетворення, знаходимо:  

 

2 дмит k2
руш

кут к2

2 д 1 к2
2 1 мит

кутk2 тр

1 д

1 1

1
1 1 .

1

z

z z д

e

z

R frM

С M

R fr R fr
n n

CM N

fR r

  
      

   

  
  

              
   

 

(42) 

 

З виразу (42) видно, що зі збільшенням 

числа ведучих коліс n2 та зі зменшенням чис-

ла ведених коліс n1 коефіцієнт корисної дії 

мит
рушη  колісного рушія зростає. 

В результаті проведеного дослідження 

нами отримана математична модель коефіці-

єнта корисної дії колісного рушія автомобіля. 

Дослідження пропонованої математичної 

моделі  дозволить в подальшому здійснювати 

вибір раціональних параметрів шасі та уточ-

нити розрахунок показників енергоефектив-

ності автомобілів. Ведуче колесо має біль-

ший ККД ніж ведене, що спричиняє підви-

щення ККД колісного рушія. 

 

Висновки 

Результати проведеного дослідження дозво-

лили визначити, що зі збільшенням гранич-

ного по щепленню крутного моменту на ве-

дучому колесі відбувається збільшення ККД 

останнього. 

Отримана уточнена математична модель 

миттєвого коефіцієнта витрат потужності на 

рух веденого колеса дозволяє збільшити точ-

ність оцінки показників енергоефективності 

автомобілів.  

Отриманий аналітичний вираз оцінки 

миттєвого коефіцієнта корисної дії колісного 

рушія дозволяє в подальшому здійснювати 

раціональне проектування  автомобілів за 

критерієм енергоефективності.  Аналіз отри-

маного виразу показав, що зі зростанням чи-

сла ведучих коліс ККД колісного рушія збі-

льшується. 
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Efficiency estimation of wheel automobile propul-

sion unit  

Annotation. Problem. Energy efficiency of an 

automobile is a characteristic of rational use of 

engine power and consumption of energy sources. 

The rational use of engine power is the 

implementation of the maximum dynamics of an 

automobile at the lowest energy consumption 

(power). To date, the problem of estimating the 

efficiency of the automobile wheel propulsion unit is 

one of the most relevant in modern engineering. 

Therefore, there is an urgent need to optimize the 

ability to assess the energy efficiency of automobile 

by obtaining a mathematical model of the efficiency 

of the wheel propulsion unit for further rational 

design of automobiles according to energy efficiency 

criteria. Goal. The aim of the work is to increase the 

ability to assess the energy efficiency of the 

automobile by obtaining a mathematical model of the 

efficiency of the wheel propulsion unit. Methodology. 

Analytical, mathematical and research methods were 

used to develop a model for estimating the efficiency 

of the automobile wheel propulsion unit. Results. The 

results of the study allowed to determine that with an 

increase in the maximum torque on the clutch, there 

is an increase in the efficiency of the latter. The 

obtained mathematical model of the instantaneous 

power consumption factor for the movement of the 

driven wheel allows to increase the accuracy of 

estimating the energy efficiency of cars. The obtained 

analytical expression of the estimation of the 

instantaneous power consumption factor of the wheel 

propulsion unit allows to carry out rational design of 

automobiles on the criterion of energy efficiency in 

the future. Analysis of the obtained expression 

showed that with increasing number of drive wheels, 

the efficiency of the wheel propulsion unit also 

increases. Originality. The originality is in obtaining 

a mathematical model of the efficiency of the wheel 

propulsion unit of automobile, which will further 

help to select the rational parameters of the chassis 

and refine the calculation of energy efficiency of 

automobiles. Practical value. The practical value of 

the study is to provide practical recommendations for 

improving the ability to assess the energy efficiency 

of the automobile by obtaining a mathematical model 

of the efficiency factor of the wheel propulsion unit. 

 

Key words: automobile; wheel propulsion unit; 

energy efficiency; torque, efficiency factor. 
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