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Анотація. В роботі проаналізовано існуючі математичні моделі, що використовуються для 

відтворення сили тертя. Наведені типові проблеми існуючих математичних моделей. 

Система рівнянь, що пропонується має одну змінну стану – швидкість ковзання. В роботі 

наведено  результати класичного тесту «на сповзання» для моделей тертя, що відомі та тієї, 

що пропонується для моделювання зчеплення та апаратів керування ним. Наприкінці роботи 

дано порівняння моделювання роботи зчеплення з використанням простої моделі та 

удосконаленої. Зроблені висновки дають якісну та кількісну оцінку запропонованої 

математичної моделі тертя та вказують на майбутні шляхи її вдосконалення та сфери 

використання. 
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Вступ 

Вимоги до якості та точності відтворення 

робочих процесів, що відбуваються в елеме-

нтах автомобіля постійно підвищуються. Це 

особливо актуально під час моделювання 

робочих процесів із виключною роллю тертя. 

Тертя, як елемент дисипації енергії в системі 

може бути відтворено багатьма способами в 

залежності від необхідних умов завдання. 

Робота систем керування таких складових як 

зчеплення, гальмова система, пневматичних 

та електропневматичних апаратів гальмової 

системи та виконавчих пневматичних цилін-

дрів та клапанів базується на законах Нью-

тона та газової динаміки. В той самий час, 

якісне відтворення фізичних властивостей 

сил тертя є безумовно визначальним при 

моделюванні, коли мова йде не тільки про 

якісне відтворення робочого процесу, а й про 

кількісну оцінку вихідних параметрів компо-

ненту, що досліджується. При стаціонарному 

процесі тертя описується доволі простими 

математичними залежностями. Але в бага-

тьох моделях, де є необхідність якісного від-

творення робочого процесу, тертя суттєво не 

стаціонарне, такі моделі мають значно скла-

дніші системи рівнянь як для запису так і для 

розрахунків з багатьма змінними стану. Та-

ким чином вдосконалення математичної мо-

делі тертя є актуальним завданням під час 

дослідження апаратів та систем з ключовою 

роллю тертя. Саме до таких складових авто-

мобіля відноситься зчеплення. Тому дана 

робота направлена на вдосконалення матема-

тичної моделі тертя саме для зчеплення та 

його елементів керування. 

 

Аналіз публікацій 
Класична модель тертя між фрикційними 

накладками та ведучими дисками зчеплення 

описана у [1] передбачає дві фази моделю-

вання ковзання та замкнений стан. У фазі 

ковзання сила тертя моделюється у вигляді 

Кулонівського тертя із використанням функ-

ції y=sign(x) та має вигляд рівнянь (1) та (2). 

 

max d d ff TcomT  ;      (1) 

max s s ff TcomT  ,  (2) 

 

де d fT  та s fT  – крутний момент тертя у ди-

намічному та статичному стані відносного 

проковзування відповідно, мН  ; 

com – командний сигнал на керування 

зчепленням, який визначає долю максималь-

ного крутного моменту, що задіяний в конк-

ретний проміжок часу. 

Намагання відтворити автоматичний пе-

рехід між замкненим станом та станом ков-

зання має цілком логічний запис (3), але під 

час моделювання відтворюється некоректно, 

бо за відсутності відносної швидкості ков-

зання сила тертя не ж постійно. 
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де appT  – момент який виникає на фрикцій-

них накладках після замикання зчеплення, 

мН  . 



 

Рівняння (1)-(3) мають ряд суттєвих недо-

ліків, які не тільки не відтворюють реаль-

ність процесу тертя а й можуть провокувати 

ривки під час зміну станів зчеплення. До 

таких недоліків відносяться різкий перехід 

між динамічним та статичним станом у мо-

менті тертя, незалежність моменту тертя від 

відносної кутової швидкості ковзання та точ-

ка невизначеного стану під час 0ω r . Ви-

правити ці недоліки можливо застосувавши 

моделі в’язкого тертя. Найбільш вдала з них 

відтворюється загальновідомою функцією 

(4). Завдяки такому підходу функція тертя не 

містить розривів: 
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де 0  – значення кутової швидкості яке об-

межує зону в’язкого тертя. 

Значення отримані за формулою (4) від-

повідають деяким експериментальним дослі-

дженням тертя між дисками зчеплення [2]. 

Класичний вигляд залежності сили тертя від 

швидкості відносного руху двох контактую-

чих поверхонь забезпечується рівнянням (5), 

що здатне відтворити не тільки в’язкий хара-

ктер нарощування сили тертя, а й ефект 

Штрібека (Stribeck effect) [1, 3], як класичний 

ефект сухого тертя. 
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Всі перераховані моделі ні як не врахову-

ють деформацію контактуючих поверхонь і 

зміну сили у контактній парі при цьому, а так 

під час фази моделювання коли відносна 

швидкість дорівнює нулю маємо або неви-

значеність або момент (силу) тертя рівну 

нулю. Для зчеплення цей ефект настає коли 

відбувається зміна напрямку дії крутного 

моменту під час переходу на гальмування 

двигуном. Із зазначеними проблемами стика-

лися достатньо давно тому, на сьогодні, 

з’явилися декілька моделей тертя які покли-

кані вирішити їх. До них відносяться моделі 

тертя Карноппа (Karnopp model) [4], модель 

ЛуГре (LuGre Lund-Grenoble) [5], та еластоп-

ластична модель [6]. Всі перелічені моделі 

мають складний опис та багато змінних ста-

ну. Остання, на відміну від моделі ЛуГре, не 

має ефекту сповзання під дією гармонічної 

сили, що менша за статичну силу тертя. На-

томість еласто-пластична модель найбільш 

складна за описом поміж існуючих моделей 

тертя. 

 

Мета та постановка задачі 
Модель тертя, у контакті між ведучими та 

веденими дисками зчеплення, є базовим еле-

ментом моделі зчеплення. Враховуючи про-

блемність простих моделей [7] та складність 

більш сучасних [8] метою роботи є вдоско-

налення математичної моделі тертя [7, 9] 

шляхом доопрацювання формули яка описує 

ефект Штрибіка [7, 10, 11] та виключення 

ефекту «сповзання» [12]. 

 

Модель тертя 
Систему рівнянь за якою визначається 

момент тертя між дисками зчеплення запи-

шемо у вигляді системи рівнянь (6) [13]. Ба-

зове, перше, рівняння цієї системи структур-

но складається з двох доданків. Другий до-

данок схожий на рівняння, що відтворюють 

ефект Штрібека в багатьох моделях, таких як 

LuGre або еласто-пластичної моделях [6, 12], 

пропорційна відносній швидкості ковзання 

контр тіл та відповідає за відтворення сили 

тертя в режимі ковзання. Перший доданок 

забезпечує зміну сили тертя в режимі пруж-

них деформацій, в якому сила тертя пропор-

ційна відносному зсуву контр тіл пари тертя, 

рис. 1, рис. 2: 
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де stat
cT  – момент тертя зчеплення у разі від-

сутності відносного проковзування його дис-

ків, Нм; 
din

cT  – момент тертя зчеплення у разі ная-

вності відносного проковзування його дис-

ків, Нм; 



 

 

k  – коефіцієнт впливу внутрішнього те-

ртя; 

dink  – коефіцієнт зниження моменту зчеп-

лення в динаміці; 

0  – відносний кут повороту дисків зчеп-

лення в межах якого спостерігається пружна 

деформація контактних пар, рад; 

s  – відносна кутова швидкість дисків 

зчеплення яка розмежовує статичний та ди-

намічний режим тертя, 1c ; 

 – коефіцієнт тертя; 

cpR  – середній радіус тертя веденого дис-

ку зчеплення, м; 

i  – кількість поверхонь тертя. 

В початковий момент інтегрування нача-

льні значення параметрів таких як r  та 

 dtr  дорівнюють нулю. 
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Рис. 1. Характер зміни моменту тертя моделі (6) за умови sr   

 

Під час одноразового циклу рушання з місця 

зміна температури не так сильно впливає на 

робочій процес бо зазвичай диски зчеплення 

проектуються таким чином щоб температура 

деталей, за один цикл рушання, не зростала 

більш ніж на 10 - 20 ºС [6]. 
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Рис. 2. Характер зміни моменту тертя моделі (6) за умови sr   

 

Натомість модель (6) має можливість вра-

хування впливу температури на коефіцієнт 

тертя. Для цього 
stat

cT  необхідно представити 

у якості функції від температури дисків  . 

)( fT stat
c  [14]. Крім того слід додати рів-

няння зміни температури фрикційних накла-

док та ведучих дисків зчеплення [15]. Таким 

чином особливістю запропонованої моделі є 

спроможність забезпечувати пружну дефор-

мацію на початку нарощування моменту тер-

тя, наявність ефекту Штрібека при збільшен-

ні відносної кутової швидкості дисків зчеп-

лення [6] та повернення до пружного стану 

при зниженні швидкості проковзування за 

рахунок обнуління інтегратора. Крім того 

така модель має дуже простий вигляд на від-

міну від відомих моделей Карноппа, LuGre, 

еласто-пластичної [12, 6]. В якості верифіка-

ції моделі (6) проведемо тест на «сповзання» 



 

який наводиться в [6, 12]. Суть тесту полягає 

у тому, що до тіла, яке знаходиться в стані 

спокою прикладається змінна сила (рис. 3). 

На першому етапі сила, що прикладається, 

перевищує силу тертя спокою sF . Це повин-

но привести до зміщення контртіл одне від-

носно одного відповідно до закону Ньютона. 

Потім діюча сила зменшується та приймає 

вигляд синусоїди. На цьому етапі значного 

зміщення контртіл не відбувається оскільки 

максимальна сила тертя спокою, яка утримує 

їх від переходу до фази ковзання більша за 

силу збурення. Після двадцятої секунди сила 

збурення відсутня і контртіла залишаються у 

тому стані в якому вони залишилася після 

переміщення у першій фазі сили збурення. 

 

 
Рис. 3. Сила що збурює тіло під час 

проведення тесту на «сповзання» [12] 

 

У [12, 16] наводяться результати реакції 

на збурення трьох моделей тертя. Реакція 

статичної моделі наводиться на рис. 4,а. Реа-

кція моделі LuGre наводиться на рисунку 4,б. 

Реакція еласто-пластичної моделі наводиться 

на рис. 3,в. 

Як видно, статична модель та модель 

LuGre демонструють «сповзання» під дією 

сили коливального характеру, що менша за 

силу статичного тертя на відміну від еласто-

пластичної моделі. Модель Лойвен [17] так 

само як і еласто-пластична модель не демон-

струє сповзання під час тесту та більш точно 

відображає гістерезисну залежність, але має 

складний опис та передбачає велику кіль-

кість змінних внутрішнього стану в той час 

як модель LuGre та еласто-пластична модель 

мають лише одну змінну стану [13]. 

Модель (6) так само як і Лойвен та еласто-

пластична моделі під час тесту на «сповзан-

ня» демонструє відсутність сповзання під 

дією гармонічної сили, що менша за максима-

льну силу тертя у фазі спокою (рис. 5). 
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Рис. 4. Реакція на збурення моделей тертя 

при проходження тесту на «сповзання» [12]: 

а – реакція моделі LuGre; б – реакція 

статичної моделі; в – реакція елесто-

пластичної моделі 
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Рис. 5. Реакція на збурення моделі (6): 

а – реакція моделі (6); б – збільшена ділянка 

коливань в зоні пружної деформації 

 

Для спрощення порівняння з існуючими мо-

делями тестування проводилось в лінійній 

постановці. Тобто при поступальному руху 

контактуючих тіл. Продемонструємо додат-

кові властивості моделі (6). Під дією цикліч-

ного навантаження можна спостерігати гіс-

терезис та ефект Штрібека (рис. 6 та 7). 

Як видно, модель демонструє гістерезисні 

втрати як у режимі пружних деформацій так і 

в режимі ковзання. В режимі ковзання слід 

відмітити вихід на сталий режим за декілька 

циклів, що відповідає дійсності та є адекват-

ною поведінкою моделі. 

Відмінністю моделі (6) є суттєво спроще-

на математична структура та наявність лише 

однієї змінної. Реалізація моделі тертя (6) у 

середовищі Simulink® зображена на рис. 8. 

Перевантаження інтегратора, що забезпечує 

визначення кута повороту для першого дода-

нку основного виразу моделі (6) забезпечу-

ється відповідним портом інтегратора.  

 

 
а 

 

 
б 

Рис. 6. Гістерезис моделі (6) при 

циклічному збуренні у функції переміщення: 

а – фаза пружних деформацій; б – фаза 

ковзання 

 

Завдяки блоку «Hit Crossing» формується 

функція, що приймає значення одиниці у 

випадку коли відносна швидкість r  змінює 

знак або дорівнює нулю у всіх інших випад-

ках функція приймає значення нуль.  

Завдяки режиму «rising» параметру 

«External reset» інтегратора перевантаження 

інтегратора відбувається при переході пря-

мокутної функції тільки з нуля на одиницю. 

Таким чином, разом із сформованою прямо-

кутною функцією перевантаження інтеграто-

ра ( 0 dtr ) під час зниження керуючого 

сигналу відповідає умові 0r . 



 

  
а      б 

Рис. 7. Гістерезис моделі (6) при циклічному збуренні у функції швидкості: 

а – фаза пружних деформацій; б – фаза ковзання 

 

При порівнянні двох способів моделю-

вання, у контексті більш глобальної моделі, 

при використанні моделі (3) обчислення зу-

пиняється при переході від режиму ковзання 

до режиму передачі крутного моменту без 

ковзання дисків зчеплення (рис. 9). Для ви-

рішення цієї проблеми на практиці викорис-

товують різні системи рівнянь на різних ре-

жимах моделювання забезпечуючи своєчас-

ний перехід між ними та передачу початко-

вих даних. 

Зупинка моделювання відбувається за ра-

хунок нескінченного коливального процесу 

який можна виявити представивши данні 

моделювання в залежності від номеру пари 

даних масив (рис. 9).  

Раптова поява максимальної сили тертя не 

відповідає рівновазі рівняння Ньютона та 

спричиняє коливальний перехід між двома 

станами. Натомість використання моделі (6) 

звільняє від необхідності вирішувати окремі 

математичні моделі для моделювання відпо-

відних режимів (рис. 10). 

 

 
Рис. 8. Реалізація моделі тертя (6) у середовищі Simulink® 
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Рис. 9. Відображення процесу моделювання із використанням моделі (3) та (5) 
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Рис. 10. Відображення процесу моделювання із використанням моделі (6) 

 

Таким чином представлення процесу мо-

делювання, за моделлю (6) у вигляді масиву 

даних (рис.10) дає змогу спостерігати плавну 

зміну моменту тертя. У часовому відтворенні 

робочого процесу можемо спостерігати шви-

дку зміну сили тертя. 

 

Висновки 

Наведена в роботі модель дозволяє з міні-

мальними затратами часу на проектування 

моделі, відтворювати робочий процес із ви-

значною роллю тертя більш якісно. Насампе-

ред забезпечує модель єдиною системою рів-

нянь відображаючи робочий процес істотно. 

У перспективі, функціонал наведеної ма-

тематичної моделі може бути розширений 

шляхом доопрацювання в частині впливу 

температури навколишнього середовища та 

контактуючих поверхонь контр тіл. 
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Модель трения для моделирования рабочего 

прочеса сухого фрикционного сцепления 

Аннотация. В работе проанализированы суще-

ствующие модели трения. Отмечается их зна-

чительная сложность и присутствие, в некото-

рых эффекта «сползания». Предложена усовер-

шенствованная модель трения с одной перемен-

ной состояния воспроизводящая эффект Штри-

бека, гистерезис и не демонстрирующая «сполза-

ние» на классическом тесте. Приведены резуль-

таты моделирования как в типовых режимах 

работы модели отдельно, так и в составе ком-

плексной модели сцепления. 

Ключевые слова: модель трения, эффект 

Штрибека, модель сцепления, эффект сползания. 
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The model of friction for dry clutch working 

process simulation 

Abstract. Problem. Existing models used to repro-

duce the friction force during mathematical modeling 

are analyzed in the paper. The urgency of improving 

such models is shown. Typical problems of existing 

mathematical models are given. The analysis re-

vealed that most of the models that combine the de-

scription of the mode of elastic deformations during 

the sticking of contact bodies together and the sliding 

mode with reproduction of the Stribeck effect and 

hysteresis have many state variables and a signifi-

cant number of equations and conditions of applica-

tion of variables. Goal. The goal is to improve com-

plex modern models of friction in terms of reducing 

state variables and eliminating the drifting effect. 

Methodology. Methods of research and analysis of 

information, analytical methods of solving differen-

tial equations were used. During the formation of the 

equations of the mathematical model, the methods of 

divergence, transformation, convergence and harmo-

nization were used. Results. The paper presents a 

mathematical model of friction and the logic of its 

construction. The results of the classic “drift” test for 

the known friction models and the one proposed for 

modeling the clutch and its control devices are given 

in the work. The block diagram of the friction model 

in Simulink and the simulation results in test modes 

are also presented to illustrate the reproduction of 

the model of the Stribek effect and hysteresis in the 

mode of elastic deformations without sliding of bod-

ies and in the mode of sliding of counter bodies. The 

principle of combining two modes of modeling laid 

down in a mathematical model is graphically illus-

trated. Originality. The proposed system of equations 

has one state variable - the sliding speed. Additional 

parameters required to ensure the mode of elastic 

deformation are determined based on the sliding 

speed. Practical value. At the end of the work, a 

comparison of the simulation of the clutch operation 

using a simple model and an advanced one is given. 

Emphasis is placed on the possibility of using a sin-

gle system of equations to simulate the operation of 

the clutch in the mode of slipping and moving the car 

and in the mode of further movement without slipping 

the clutch discs. The reason for stopping the calcula-

tion by the solver when using the model of friction 

with breakpoints is qualitatively shown. The conclu-

sions made give a qualitative and quantitative esti-

mation of the proposed mathematical model of fric-

tion and indicate the future steps of its improvement 

and use. 

Key words: mathematical model of friction, Stribeck 

effect, mathematical model of clutch, effect of 

slipping. 
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