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Анотація. Робота присвячена дослідженню кінематики шарніра Гука. Головна увага приді-

лена визначенню кінематичних характеристик хрестовини в її абсолютному та відносному 

рухах. Дані кінематичні характеристики є фундаментом для дослідження динаміки карданної 

передачі; використовуються при дослідженні роботи підшипників хрестовини карданного ша-

рніра. Виконане дослідження кінематики карданного шарніра дозволило виявити й усунути 

неоднозначності у визначенні відносних кутових швидкостей елементів кінематичних пар хре-

стовини і карданних вилок. Отримані результати можуть бути використані при проектуван-

ні і дослідженні моторно-трансмісійних установок, до складу яких входить шарнір Гука. 
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Вступ 

Шарнір Гука використовується для передачі 

обертового руху в приводах різноманітних 

механізмів, вали яких розташовані під де-

яким кутом, а також, якщо міжосьовий кут 

передачі α змінюється в процесі роботи. 

Одинарний шарнір Гука застосовується 

порівняно рідко, оскільки викликає нерівно-

мірність обертання веденого вала, яка різко 

збільшується зі збільшенням кута між вала-

ми. Тому він використовується в пристроях, 

які допускають деяку нерівномірність обер-

тання, переважно в тихохідних механізмах 

при невеликих значеннях кута α. У відпові-

дальних швидкохідних механізмах викорис-

товують подвійний шарнір Гука, який дозво-

ляє усунути зазначену нерівномірність обер-

тання. 

 

Аналіз публікацій 

Дослідженню та конструюванню шарнірів 

нерівних кутових швидкостей присвячена 

значна кількість робіт. В них розглядаються 

питання, пов’язані зі структурою, геометри-

чними і кінематичними параметрами універ-

сального шарніра [1-4], присвячені дослі-

дженню його динаміки [4-13], надійності [13, 

14], а також питання, які орієнтовані на конс-

труювання та розрахунок карданних передач 

[15, 16]. Незважаючи на різну направленість 

робіт, практично кожне дослідження шарніра 

передбачає кінематичний аналіз і грунтуєть-

ся на його результатах. 

В роботі [1] розглядаються питання, які 

пов’язані зі структурою, геометричними і 

кінематичними параметрами універсального 

шарніра Гука. Досліджується також подвій-

ний карданний шарнір з метою оцінки впли-

ву параметрів проміжного вала на динамічні 

показники передачі. В роботі представлені 

залежності, які пов’язують кути, кутові шви-

дкості та кутові прискорення вхідного та ви-

хідного валів. Проте, в даному дослідженні 

не розглядалися кінематичні характеристики 

руху хрестовини шарніра. 

Робота [5] присвячена силовому аналізу 

подвійного шарніра. Автори поєднували тео-

ретичні дослідження з комп’ютерним моде-

люванням в програмному середовищі 

ADAMS. Кінематичний аналіз шарніра не 

був пріоритетним питанням, а тому кінема-

тичні характеристики руху хрестовини зали-

шилися поза увагою дослідників. 

В роботах [6-8] досліджуються вібраційні 

характеристики карданних валів. Автори за-

значених робіт застосовували різні методи 

для вирішення поставленої задачі. Дослі-

дження в [6] має суто теоретичний характер, 

дослідники в [7] поєднували теоретичний та 

експериментальний підходи, а в [8] віддава-

лася перевага експериментальному методу. 

Що стосується кінематичної складової зазна-

чених досліджень, то вона обмежувалась ро-

зглядом лише тих кінематичних залежнос-

тей, які були необхідні для вирішення основ-
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ної задачі. 

Будова і кінематика шарніра Гука розгля-

даються практично в кожному підручнику з 

теорії механізмів і машин, серед яких слід 

відзначити [2, 3], де кінематичний аналіз 

представлений найбільш повно. Але, порів-

нюючи певні розрахункові залежності з по-

дібними, наданими в інших джерелах, можна 

зіткнутися з їх неоднозначністю. Так, напри-

клад, в [2] розрахункова залежність для ви-

значення величини відносної кутової швид-

кості 21 хрестовини 2 відносно вхідної лан-

ки 1 має вигляд: 
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де 1 – кутова швидкість вхідного вала; α – 

кут між осями валів (див. рис. 1); φ1 – кут 

повороту вхідного вала. 

Зазначимо, що в [2] не представлена за-

лежність для визначення величини відносної 

кутової швидкості 32 вихідної ланки 3 від-

носно хрестовини 2. 

В [3] запропоновані наступні формули для 

визначення величин відносних кутових шви-

дкостей: 
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які, з метою порівняння з (1), можна перет-

ворити й представити у вигляді: 
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Треба мати на увазі, що в [2] відлік кута 

повороту ланки 1 здійснюється від положен-

ня, у якому його карданна вилка знаходиться 

в площині, перпендикулярній осьовій пло-

щині вхідної й вихідної ланок, а в [3] у поча-

тковому положенні площина карданної вил-

ки ланки 1 збігається з осьовою площиною. 

Отже, у джерелах [2] і [3] розрахункові зале-

жності для визначення 21 ідентичні, оскіль-

ки sin(/2x)=cos(x). 

В [4] формула для визначення 21 така ж, 

що й у джерелах [2] і [3], а величина 32 ви-

значається за наступною залежністю: 
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яка відрізняється від виразу (3) тим, що зна-

менник знаходиться під знаком квадратного 

кореня. 

Очевидно, що розрахункові залежності 

для визначення 32, представлені в розгляну-

тих джерелах, неоднозначні й вимагають 

уточнення. Також відзначимо, що в [10] роз-

рахункова залежність для визначення 21 збі-

гається з тими, що представлені в джерелах 

[2, 3, 4], але відсутня формула для визначен-

ня 32. 

Крім того, в роботах недостатньо висвіт-

лені питання, які стосуються визначення від-

носних кутів повороту в кінематичних парах 

хрестовин і карданних вилок, що визначає 

роботу сил тертя в даних з'єднаннях, а також 

коефіцієнт корисної дії (ККД) передачі. Лі-

тературний аналіз також показав, що, як пра-

вило, при дослідженні роботи карданних пе-

редач поза увагою залишається прискорення 

хрестовини в її абсолютному та відносному 

рухах, оскільки зазвичай нехтують її інер-

ційними параметрами [9]. Такий підхід ціл-

ком виправданий, зважаючи на незначну ма-

су хрестовини, але при точних розрахунках 

високошвидкісних карданних передач слід 

враховувати інерційні параметри хрестовини. 

 

Мета та постановка задачі 

Виходячи з аналізу публікацій, метою даної 

роботи є визначення кінематичних характе-

ристик хрестовини в її абсолютному та від-

носному рухах. Для досягнення поставленої 

мети необхідно розв'язати наступні задачі: 

 отримати розрахункові співвідношення 

для визначення величин відносних кутових 

швидкостей в кінематичних парах хрестови-

ни і карданних вилок; 

 встановити функціональні залежності 

відносних кутів повороту ланок в кінематич-

них парах хрестовини і карданних вилок; 

 визначити кутове прискорення хресто-

вини шарніра Гука; 

 оцінити вплив міжосьового кута пере-

дачі на її кінематичні характеристики. 
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Кінематичний аналіз універсального 

шарніра Гука 

Розглянемо одинарний шарнір Гука, схема 

якого представлена на рис. 1. Вали 1 (вхід-

ний) і 3 (вихідний), а також нерухомо пов'я-

зані з ними карданні вилки, здійснюють про-

сті обертальні рухи. Вектори кутових швид-

костей ланок 1 і 3 на схемі позначені 1  і 3  

відповідно. Кут між зазначеними векторами 

(міжосьовий кут передачі) позначений α. 

 

 
Рис. 1. Схема шарніра Гука 

 

У випадку 0 , хрестовина 2 здійснює 

сферичний рух навколо нерухомої точки, 

розташованої в її центрі. Вектори відносних 

кутових швидкостей хрестовини 2 відносно 

ланки 1, а також ланки 3 відносно хрестови-

ни позначені відповідно 21  і 32 . На підс-

таві теореми про складний обертальний рух 

можемо записати векторне рівняння 

 

322113  . (7) 

 

На рис. 2 представлена розрахункова схе-

ма. Системи координат Оx1y1z1 і Оx3y3z3, які 

пов’язані з ланками 1 і 3, мають загальний 

початок координат (т. О), розташований в 

центрі хрестовини. Вектори кутових швид-

костей в абсолютному і відносному рухах 

зображені у вигляді відповідних відрізків в 

деякому масштабі μω. 
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Рис. 2. Розрахункова схема 

 

Вектор 21  лежить у площині, паралель-

ній координатній площині x1Оz1 і містить 

точки A, C, D. Вектор 32  лежить у площині, 

яка паралельна координатної площини x3Оz3 і 

містить точки В, C, Е. Кут між зазначеними 

площинами дорівнює α, а лінія їх перетину 

містить відрізок СN. Очевидно, що 21  1 ; 

32  21 ; 3  32 . 

Умовимося відраховувати кут повороту 

ланки 1 від початкового положення, у якому 

карданна вилка шарніра (і вектор 21 ) зна-

ходиться в площині, яка містить осі валів 

універсального шарніра. У цьому випадку 

поточний кут повороту ланки 1 φ1=САN. 

При повороті ланки 1 на кут φ1, ланка 3 

повернеться на кут, обумовлений кутом по-

вороту вектора 32  від початкового поло-

ження, у якому він паралельний осі Оz3, до 

поточного положення, тобто φ3= ВСN. 

Спроектуємо прямокутний трикутник 

ΔАСN із прямим кутом при вершині N на 

площину, у якій лежить вектор 32 . У ре-

зультаті одержимо прямокутний трикутник 

ΔЕСN, який має спільній з вихідним трикут-

ником катет СN. Довжина другого катета: 

 

 cosANEN . (8) 

 

Оскільки 32  21 , тобто  АСВ=/2, а 

сторона ВС прямого кута лежить у площині 

проекції, то ЕСВ=/2. Отже, у прямокут-

ному трикутнику ΔЕСN кут СЕN=φ3. 

Довжина спільного катета прямокутних 

трикутників ΔАСN і ΔЕСN: 
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31 tgtg  ENANCN . (9) 

 

З рівнянь (8) і (9) одержимо відому зале-

жність, яка пов'язує кути повороту вхідного 

й вихідного валів: 

 

 costgtg 31 . (10) 

 

Після диференціювання за часом обох ча-

стин рівняння (10) і виконання тригономет-

ричних перетворень, одержимо залежність, 

яка пов'язує кутові швидкості вхідного й ви-

хідного валів: 
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Спроектуємо прямокутний трикутник 

ΔВСN із прямим кутом при вершині N на 

площину, у якій лежить вектор 21 . У ре-

зультаті одержимо прямокутний трикутник 

ΔDСN, який має спільний із трикутником 

ΔВСN катет СN. Оскільки сторона АС прямо-

го кута ACB  ( 32  21 ) паралельна пло-

щині проекції, утворився ще один прямокут-

ний трикутник ΔАСD із прямим кутом при 

вершині С. В цьому трикутнику: 
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Оскільки відрізок BFAD  , який являє 

собою катет у прямокутному трикутнику 

ΔOFB, то (12) набуде вигляду: 
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З виразу (13) отримаємо: 
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Враховуючи формулу (11), остаточно 

отримаємо: 
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Рівняння (15) ідентичне рівнянням для ви-

значення ω21, представленим в [2-4, 10]. 

Визначимо величину вектора 32 . У пря-

мокутному трикутнику ΔOAL, враховуючи, 

що AL=ЕВ: 
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Розглянемо прямокутний трикутник 

ΔВСЕ, у якому сторона СВ є катетом, проти-

лежним куту СЕВ=φ3. З урахуванням (16), 

запишемо: 
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З (10) знайдемо: 
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Тоді, враховуючи (17) і (18) отримаємо: 

 

31132 costgtg  . (19) 

 

Розглянемо прямокутні трикутники ΔАСN 

і ΔВСN. Довжина загального катета даних 

трикутників: 
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З виразу (20) отримаємо: 
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Підставивши (21) в (19) і прийнявши до 

уваги (15), одержимо: 
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З рівняння (22) знаходимо величину від-

носної кутової швидкості: 
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Оскільки при літературному аналізі 



52 Modeling applied tasks in automobile industry and transport systems 

 

Vehicle and electronics. Innovative technologies, Vol. 21, 2022  
 

з’ясувалася неоднозначність формул для ви-

значення саме 32, отримаємо залежність (23) 

іншим шляхом. Для цього спершу визначимо 

абсолютну кутову швидкість хрестовини. 

Оскільки: 

 

2112  , (24) 

 

а 21  1 , то, враховуючи (15), величина 

абсолютної кутової швидкості хрестовини 2 

буде дорівнювати: 
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Як випливає з (7) і (24): 

 

3223  , (26) 

 

а 32  3 , то, беручи до уваги (11) і (25), 

величина відносної кутової швидкості: 
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Як бачимо, праві частини рівнянь (23) і 

(27) співпадають. Зазначимо, що праві час-

тини вказаних рівнянь являють собою лише 

іншу форму запису правої частини рівняння 

(6), яке представлене в [4]. 

На рис. 3 показані графіки залежностей 

21/1=f1(1) і 32/1=f2(1), побудованих з 

використанням формул (15) і (23), для двох 

значень міжосьового кута передачі: α=30º і 

α=60º.  

 






 





 




































 
Рис. 3. Графіки залежностей 21/1=f1(1) і 

32/1=f2(1) 

 

Значення α=60º, яке далеко виходить за 

область практичного застосування одинарно-

го шарніра Гука, було використано для більш 

наочної демонстрації амплітуд зазначених 

графіків. Очевидно, що функції 21=21(1) і 

32=32(1) є періодичними з періодом 2 за 

умов: 1=const; ≠0; α=const.Із залежностей 

(15), (23) і (25) отримаємо екстремальні зна-

чення відносних кутових швидкостей у ру-

хомих з’єднаннях хрестовини і карданних 

вилок та абсолютної кутової швидкості хрес-

товини. При 1=0 максимальне значення ку-

тової швидкості хрестовини відносно кар-

данної вилки вхідного вала  tg1max21 , 

максимальне значення абсолютної кутової 

швидкості хрестовини  /cos1max2 , а ку-

това швидкість карданної вилки вихідного 

вала відносно хрестовини 32=0. При 1=/2 

отримаємо: 021  ; 1min2  , а 

 sin1max32 . Таким чином, відношення 

максимальних значень відносних швидкос-

тей 

 





cos

max21

max32
. (28) 

 

Отже, абсолютні максимальні значення 

відносної кутової швидкості ланок у кінема-

тичних парах хрестовини й карданної вилки 

вхідного вала більші, ніж у кінематичних 

парах хрестовини й карданної вилки вихід-

ного вала. Вказана різниця між абсолютними 

максимальними значеннями відносних куто-

вих швидкостей різко збільшується зі збіль-

шення міжосьового кута передачі. Але при 

малих кутах , які мають місце в практиці 

використання одинарного карданного шарні-

ра, відмінністю в амплітудах функцій 

21=21(1) і 32=32(1) можна знехтувати. 

Визначимо відносні кути повороту 21 і 

32 у з'єднаннях хрестовини 2 і карданних 

вилок вхідного 1 і вихідного 3 валів. Прий-

мемо, що відносний кут повороту ланок у 

з'єднанні хрестовини з карданною вилкою 

дорівнює нулю тоді, коли вісь даної оберта-

льної кінематичної пари знаходиться в пло-

щині, яка містить осі валів карданної переда-

чі. При такому виборі нульового відносного 

положення ланок значення зазначених кутів 

у процесі роботи шарніра Гука знаходяться у 

межах від -α до α. 

Розглянемо рухоме з'єднання карданної 

вилки вхідного вала 1 із хрестовиною 2. 

Оскільки dtd /11  , а dtd /2121  , то, 

помноживши обидві частини рівняння (15) 
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на dt, одержимо диференціальне рівняння з 

відокремлюваними змінними. Частковий ро-

зв'язок, який задовольняє початковим умо-

вам, можна відразу одержати, скориставшись 

визначеними інтегралами. 

У початковому положенні вхідного вала, 

тобто при 1=0, його карданна вилка лежить 

у площині, у якій лежать осі валів карданної 

передачі. Тому, як було сказано вище, при 

1=0 маємо 21=0 (нижні межі інтегрування). 

Отже: 

 










121

0

1

1
22

1

0

21
cossin1

cossincos
dd . (29) 

 

Знайдемо первісну функції, яка знахо-

диться під знаком інтеграла в правій частині 

рівняння (29), враховуючи, що α=const. Для 

цього скористаємося рівністю 

1
2

1
2 sin1cos   й зробимо заміну змінної. 

У результаті підстановки: 1sinsin u ; 

11cossin  ddu , одержимо [17]: 

 

c
k

u

kku

du











 arctg

1
22

. (30) 

 

де  cosk ; с – постійна інтегрування. 

Повертаючись до змінної 1, знаходимо:  

 

 

 .sintgarctg
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1

0121
1






 (31) 

 

Таким чином, залежність 21=21(1) має ви-

гляд: 

 

 121 sintgarctg  . (32) 

 

Розглянемо рухоме з'єднання хрестовини 

2 з карданною вилкою вихідного вала 3. По-

множимо обидві частини рівняння (23) на dt і 

проінтегруємо отримане диференціальне рів-

няння. Згідно (23), у проміжку 0<1< 

032  . Отже, у цьому проміжку 

0/ 132  dd , а функція 32=32(1) моно-

тонно зростає. Таким чином, при 1=0 маємо 

32  (нижні межі інтегрування). Інтег-

руючи, запишемо: 

 

1

0 1
22

1
32

132

cossin1

sinsin





 





dd . (33) 

 

Для знаходження первісної функції, яка 

знаходиться під знаком інтеграла в правій 

частині рівняння (33), скористаємося підста-

новкою: 1cossin u ; 11sinsin  ddu . 

В результаті, враховуючи знак du, отримаємо 

[17]: 
 

cu
u

du



 arccos

1 2
, (34) 

 

де с – постійна інтегрування. 

Повертаючись до змінної 1, одержимо: 
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 (35) 

 

Отже, залежність 32=32(1) має вигляд: 

 

 

 .cossinarcsin

cossinarccos
2

1

132







 (36) 

 

На рис. 4 показані графіки залежностей 

21=21(1) і 32=32(1) для двох значень мі-

жосьового кута передачі: α=30º і α=60º. 

 

 












  


 





















 
Рис. 4. Графіки залежностей 21=21(1) і 

32=32(1) 

 

Як випливає з порівняння залежностей 

(31) і (36) та графіків на рис. 4, при невели-

ких кутах , які складають область практич-

ного застосування одинарного шарніра Гука, 

визначальна відмінність функцій 21=21(1) і 

32=32(1) полягає лише в зміщенні другого 
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графіка відносно першого на кут /2 уздовж 

осі 1. 

Для визначення кутового прискорення 

хрестовини скористаємося теоремою про до-

давання кутових прискорень твердого тіла, 

яке обертається навколо двох непаралельних 

осей [18]. Вважатимемо, що складний обер-

тальний рух хрестовини складається з її пе-

реносного руху з кутовою швидкістю 1  і 

відносного руху з кутовою швидкістю 21 . В 

цьому разі вектор 2  абсолютного кутового 

прискорення хрестовини 2 дорівнює геомет-

ричній сумі її переносного, відносного і по-

воротного прискорень. Остання складова 

прискорення хрестовини (вектор поворотно-

го прискорення) дорівнює векторному добу-

тку вектора кутової швидкості її переносного 

обертального руху на вектор кутової швид-

кості її відносного обертального руху. Таким 

чином: 

 

 2112112  , (37) 

 

де 1  – вектор переносного кутового приско-

рення хрестовини 2 (іншими словами – век-

тор кутового прискорення карданної вилки 

вхідного вала). За умови постійної кутової 

швидкості вхідної ланки 1 ( const1  ) 

01  ; 21  – вектор відносного кутового 

прискорення хрестовини 2 відносно кардан-

ної вилки вхідного вала. 

Знайдемо величину кутового прискорення 

хрестовини 2 відносно карданної вилки вхід-

ного вала 21. Враховуючи (15), отримаємо: 
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22

1
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dt

d

 (38) 

 

Визначимо величину вектора абсолютно-

го кутового прискорення хрестовини. Оскі-

льки 01  ; 1  21 ;  21121  , то, 

враховуючи (15), (37) і (38), отримаємо після 

перетворень:  
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 (39) 

 

Аналіз виразу (39) показує, що кутове 

прискорення хрестовини є періодичною, з 

періодом π, функцією кута повороту вхідної 

ланки φ1. Таким чином, при роботі шарніра 

Гука хрестовина створює незначні періодич-

ні динамічні навантаження, що слід врахову-

вати при точних розрахунках високошвидкі-

сних карданних передач. 

 

Висновки 

Проведений кінематичний аналіз універсаль-

ного шарніра Гука дозволив виявити й усу-

нути неоднозначності у визначенні відносної 

кутової швидкості елементів кінематичних 

пар хрестовини й карданної вилки вихідного 

вала. 

Отримані функціональні залежності від-

носних кутів повороту ланок у кінематичних 

парах хрестовини і карданних вилок. 

При невеликих кутах , які складають об-

ласть практичного застосування одинарного 

шарніра Гука, різницею в амплітудах функ-

цій 21=21(1) і 32=32(1) можна знехтува-

ти, а визначальна відмінність функцій 

21=21(1) и 32=32(1) полягає лише в змі-

щенні другого графіка відносно першого на 

кут /2 вздовж осі 1. 

Визначено кутове прискорення хрестовини в 

її абсолютному та відносному рухах. Показа-

но, що кутове прискорення хрестовини є пе-

ріодичною функцією кута повороту вхідної 

ланки. При роботі шарніра хрестовина ство-

рює незначні періодичні динамічні наванта-

ження, що слід враховувати при точних роз-

рахунках високошвидкісних карданних пере-

дач. 
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Kinematics of Hooke’s Joint 

Abstract. Problem. An analysis of the literature has 

shown that some issues of the kinematics and 

dynamics of the Hooke’s joint are not fully covered. 

In particular, this applies to the determination of the 

kinematic characteristics of the relative movements 

of the links in the movable joints of the crosspieces 

and cardan yokes, as well as the acceleration of the 
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crosspiece in the study of the hinge. These kinematic 

characteristics are the basis for dynamic analysis of 

the cardan transmission; they are used at research of 

operation of the bearings of a cardan joint cross; 

they are necessary to determine the energy expended 

to overcome the forces of friction in these kinematic 

pairs; they form the basis for evaluating transmission 

efficiency. Goal. The goal of this work is to determine 

the kinematic characteristics of the cross in its 

absolute and relative motions. Methodology. The 

research is based on the graphical and analytical 

method of kinematic analysis of spherical motion of a 

rigid body. At the initial stage, the calculated 

dependences for determining the angular velocity of 

the cross in its absolute and relative motions were 

obtained. The relative angles of rotation of the links 

in the movable joints of the crosspiece and cardan 

yokes were determined by integrating the 

corresponding differential equations. To determine 

the angular acceleration of the crosspiece, the 

theorem on the addition of angular accelerations of a 

rigid body rotating around two non-parallel axes was 

used. Results. The study of the kinematics of the 

cardan joint made it possible to identify and 

eliminate ambiguities in determining the relative 

angular velocities of the elements of the kinematic 

pairs of the cross and cardan yokes. Functional 

dependences for determination of angular 

acceleration of a crosspiece in absolute and relative 

movements, and also relative angles of rotation of 

links in kinematic pairs of a crosspiece and cardan 

yokes were received. It was shown that the angular 

acceleration of the crosspiece is a periodic function 

of the angle of rotation of the input link. During the 

operation of the hinge, the crosspiece creates 

insignificant periodic dynamic loads, which should 

be taken into account in accurate calculations of 

high-speed cardan transmissions. Practical value. 

The work is devoted to the study of the kinematics of 

the asynchronous hinge, which is the foundation for 

its dynamic analysis and ultimately aimed at 

improving the output performance of the cardan 

transmission. The research method combines 

mathematical calculations with simplicity and clarity 

of graphic constructions, which contributes to a 

deeper understanding of the kinematic features of a 

hinge of uneven angular velocities. The obtained 

results can be used in the design and study of motor-

transmission units, which include the Hooke’s joint. 

Key words: Hooke’s joint, crosspiece, cardan yoke, 

angular velocity, spherical motion. 
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